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Vorwort
Die vorliegende Arbeit besch

aftigt sich mit Einbettungen von Graphen { auf-
gefat als eindimensionale Zellenkomplexe { in den dreidimensionalen Raum
R
3
. Die Betrachtung derartiger Einbettungen stellt in nat

urlicher Weise eine
Verallgemeinerung der Knotentheorie dar, in deren Rahmen Einbettungen ei-










at sich als (topologischer) Graph interpretieren.






uber Einbettungen von Graphen an-
hand von Diagrammen { also Projektionen von R
3
auf eine geeignete Ebene
{ gewonnen werden.
Es werden stets 4{regul

are Graphen betrachtet, d.h. an jeder Ecke eines
solchen Graphen enden vier (nicht notwendig verschiedene) Kanten. Zus

atzli-





ugen oder Weglassen von Ecken vom







arer Graph ohne Ecken vom Grad vier.
Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt in der Untersuchung der Frage, ob sich
ein Teil der sogenannten Tait{Vermutungen ([Tait1898]), der in dem folgen-
den Satz f







Satz 1.5 Sei L eine Verkettung in R
3
und D ein alternierendes, reduziertes
Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von L mit weniger als n Kreuzungen, d.h. D
ist in minimaler Darstellung.




Diesen Satz konnten unabh

angig voneinander Thistlethwaite ([Thist87],
Th. 2 & Cor. 1), Murasugi ([Mura87], Th. A & B) und Kauman ([Kauf87],
Th. 2.10) beweisen, indem sie Aussagen

uber Verkettungsdiagramme mit
Hilfe einer Polynominvarianten, dem sogenannten Klammerpolynom, herlei-
teten.
Im ersten Kapitel der Arbeit werden zun

achst Grundlagen aus der Kno-
tentheorie zusammengestellt, wobei nach der Einf

uhrung des bereits erw

ahn-
ten Klammerpolynoms und des Kauman{Polynoms wesentliche Eigenschaf-
ten dieser beiden Polynominvarianten aufgez

ahlt werden. Mit Hilfe der Po-
lynominvarianten ist es m

oglich, den Beweis von Satz 1.5 zu f

uhren (siehe
Beweis des Satzes auf Seite 11 und Bemerkung 2 auf Seite 15). Anschlieend
werden Zusammenh

ange zwischen Knoten{ und Graphentheorie aufgezeigt.
Kapitel 2 ist den sogenannten Kn

aueln gewidmet. Neben der Entwick-
lung eines Begrisapparats zur Behandlung von Kn

aueln werden vor allem
zwei Methoden eingef

uhrt, die der Berechnung insbesondere von Termen des












aueln werden dann in Kapitel 3 neue Invarianten von Graphen in R
3
bzw. deren Diagrammen eingef








ur Graphendiagramme deniert, die aus der Knoten-
theorie bekannte Begrie verallgemeinern.
Im vierten und f

unften Kapitel werden alternierende Graphendiagramme
untersucht und Verallgemeinerungen von Satz 1.5 bewiesen. Dabei ist das







Graphen, dem Achtergraphen, vorbehalten, w

ahrend in Kapitel 5 verschiede-




ochte ich an dieser Stelle Prof. Dr. D. Erle f

ur die
Betreuung der Arbeit und allen Freundinnen und Freunden f

ur das, was im
Leben wichtiger ist als Mathematik.
Kapitel 1
Knoten und Verkettungen


























Elementare Denitionen und Ergebnisse der Knotentheorie nden sich





are Verkettungsdiagramme betrachtet, d.h. Bilder










aquivalent, D  D
0
, wenn
sie sich durch eine endliche Anzahl der Reidemeister{Bewegungen I{III und
einen orientierungserhaltenden Hom

oomorphismus der Ebene auf sich inein-
ander umformen lassen:
I) a  ! b  ! c
II)d  ! e f
III) g  ! h , i  ! j
Die








6 KAPITEL 1: KNOTEN UND VERKETTUNGEN
1.1 Grundlegende Eigenschaften von Verket-
tungen und deren Diagrammen
Definition
(i) Eine Verkettung L heit zerfallend (
"







n L existiert, so da keine der beiden Komponenten von
R
3
n S mit L leeren Schnitt hat.
(ii) L sei eine nicht zerfallende Verkettung. Dann heit L zusammengesetzt,












keine trivialen Knoten sind; andernfalls heit L prim.
(iii) D sei ein zusammenh

angendes Verkettungsdiagramm. Dann heit D




, falls eine einfach geschlossene Kurve
c in R
2
existiert, die D in genau zwei Punkten transversal schneidet,
so da jede der beiden Komponenten von R
2
n c Kreuzungen von D
enth

alt; andernfalls heit D prim.
Bemerkungen:
1. Es ist zu beachten, da die Begrie zusammengesetzt bzw. prim nur f

ur
























Definition Ein Verkettungsdiagramm heit alternierend, falls sich beim
Durchlaufen einer jeden Komponente der Verkettung

Uber- und Unterkreu-
zungen jeweils abwechseln. Eine Verkettung heit alternierend, falls sie ein
alternierendes Verkettungsdiagramm besitzt.
Definition Eine Kreuzung p eines VerkettungsdiagrammsD heit Isthmus,







1. Ein Verkettungsdiagramm, das nicht reduziert ist, l

at sich schrittweise
reduzieren, bis es keinen Isthmus mehr besitzt.
2. Ein alternierendes Verkettungsdiagramm ist auch nach demReduzieren
eines Isthmus alternierend.
3. Ein primes Verkettungsdiagramm mit mehr als einer Kreuzung ist re-
duziert.
Satz 1.1 Ist D Diagramm einer Verkettung L, das alternierend und redu-
ziert ist, so gilt:
a) D ist genau dann zusammenh

angend, wenn L nicht zerfallend ist.
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b) D ist genau dann prim, wenn L prim ist.
Beweis: [Mena84], Th. 1 { Teil a) ndet sich auch schon in [Auma56], Th.







































Ist D das Diagramm einer Verkettung in R
3











kleinen\ Umgebung einer fest
gew

ahlten Kreuzung und innerhalb der Umgebung deniert durch:











ur ein Verkettungsdiagramm D ist das Klammerpolynom
<D>2 Z[A
1
] deniert durch die Eigenschaften:
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Die Dierenz zwischen dem h

ochsten und dem niedrigsten Exponenten des
Klammerpolynoms heit Spann und wird mit sp(<D>) bezeichnet.
F
Das Klammerpolynom ist invariant unter den Reidemeister{Bewegungen
II und III, der Spann des Klammerpolynoms ist invariant unter den Reide-
meister{Bewegungen I{III, und es gelten die folgenden elementaren Eigen-
schaften:






























Beweis: Teil a) folgt unmittelbar aus der Tatsache, da sich in den denie-
renden Relationen des Klammerpolynoms beim

Ubergang von D zu D die
Rollen von A und A
 1
vertauschen. Die Teile b) und c) lassen sich mittels
vollst

andiger Induktion nach der Anzahl der Kreuzungen zeigen.

Definition Ist D Diagramm einer orientierten Verkettung L und p eine
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Eine Invariante bez














Denn die Verdrillungszahl ist invariant unter den Reidemeister{Bewegungen
II/III und

andert sich um 1, wenn eine Reidemeister{Bewegung I angewen-
det wird.
Satz 1.3 Es sei L eine Verkettung in R
3
und D ein zusammenh

angendes
Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:
a) sp(<D>)  4n
b) Ist D reduziert und alternierend, so ist sp(<D>) = 4n.
c) Ist D prim und nicht alternierend, so ist sp(<D>) < 4n.





Beweis: siehe [Thist87], Th. 1 & 2, oder [Mura87], Th. 1{3

Korollar 1.4 Es sei L eine Verkettung in R
3





allt, und D ein Diagramm von L mit
n Kreuzungen. Dann gilt:
a) sp(<D>)  4(n + k , 1)
b) Ist D reduziert und alternierend, so ist sp(<D>) = 4(n+ k , 1).
Beweis: D kann h

ochstens k Zusammenhangskomponenten besitzen. Unter
Ber

ucksichtigung von Satz 1.2 c) folgt Teil a) daher unmittelbar aus Satz 1.3
a) und Teil b) aus Satz 1.3 b), da wegen Satz 1.1 ein reduziertes, alternie-
rendes Diagramm von L genau k Zusammenhangskomponenten hat.

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Satz 1.5 Sei L eine Verkettung in R
3
und D ein alternierendes, reduziertes
Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von L mit weniger als n Kreuzungen, d.h. D
ist in minimaler Darstellung.
b) Ist L prim, so besitzt jedes nicht alternierende Diagramm von L mehr
als n Kreuzungen.












] deniert durch die Eigenschaften:
(i) ,
D




























Gleichung (iii) wird als Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom be-
zeichnet, und der h





Das Kauman{Polynom ist invariant unter den Reidemeister{Bewegun-
gen II und III, der z{Grad ist invariant unter den Reidemeister{Bewegungen
I{III, und es gelten die folgenden elementaren Eigenschaften:











































ahrend die Wohldeniertheit und Invarianzeigenschaften des Klammer-
polynoms elementar nachgerechnet werden k

onnen, erfordert der entspre-
chende Nachweis f

ur das Kauman{Polynom wesentlichmehr Aufwand, siehe
Th. 2.3 in [Kauf90].
Eine Invariante bez















Lemma 1.7 Ist D ein Verkettungsdiagramm mit n Kreuzungen und das













6= 0 ) n+ r + s gerade
Beweis: siehe [Thist88], Prop. 3 (ii)

Lemma 1.8 Ist D Diagramm einer Verkettung mit c Komponenten, so gilt:
,
D















6= 0 und '
s
(i) = 0 f

ur s 6= 0.
Beweis: siehe [Thist88], Prop. 3 (i)

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ucke, falls b 2 N (paarweise verschiedene) Kreuzungen existieren, so
da beim Durchlaufen einer Komponente der Verkettung diese Kreuzungen
aufeinanderfolgen und alle

uberquert oder alle unterquert werden.
Bemerkung: Ein Verkettungsdiagramm ist also genau dann alternierend,
wenn es keine b{Br

ucke mit b  2 besitzt.
Satz 1.9 Es sei D ein Verkettungsdiagramm mit n  1 Kreuzungen, wel-
ches zusammenh

angende Summe von Verkettungsdiagrammen D
1















ur i = 1; : : : ; n. Ist das













6= 0 ) jrj+ s  n und s  n, (b
1
+ : : :+ b
k
)
Insbesondere ist also z{Grad(,
D
)  n, k.
Beweis: siehe [Thist88], Th. 4

Korollar 1.10 Ist D ein Verkettungsdiagramm mit n  1 Kreuzungen, das
eine b{Br

ucke besitzt, so ist
z{Grad(,
D
)  n, b  n, 1 :

Satz 1.9 motiviert die folgende





















) bezeichne den Spann von
'
s
. Dann ist die Komplexit

at K(D) deniert durch:
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Die Komplexit

at eines Verkettungsdiagramms ist invariant unter den Rei-
demeister{Bewegungen I{III. Wegen Lemma 1.7 ist K(D) ganzzahlig, und
nach Lemma 1.8 und Satz 1.9 gilt f

ur jedes Verkettungsdiagramm D mit
n  0 Kreuzungen:
0  K(D)  n




)  1, so folgt auer-
dem, da K(D)  z{Grad(,
D





orige Koezient des Kauman{Polynoms keine Konstante
sein.
Satz 1.11 Es sei D ein Verkettungsdiagramm mit n  1 Kreuzungen, wel-
ches prim, alternierend und reduziert ist. Dann ist z{Grad(,
D
) = n, 1, und
der zugeh





mit  2 N.
Beweis: siehe [Thist88], Th. 5 und nachfolgende Bemerkungen






ren durch: D ein Verkettungsdiagramm mit n  2 Kreuzungen, welches prim
und alternierend ist. Denn es gibt kein reduziertes Verkettungsdiagrammmit
genau einer Kreuzung, und jedes prime Diagrammmit mindestens zwei Kreu-
zungen ist reduziert.
Korollar 1.12 Ein Verkettungsdiagramm D mit n  2 Kreuzungen, das kei-
ne kreuzungsfreien Komponenten besitzt, ist genau dann prim, alternierend
(und reduziert), wenn z{Grad(,
D
) = n, 1 ist.
Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1.11, da wegen Satz 1.6 und Korollar
1.10 immer z{Grad(,
D





Korollar 1.13 Es sei D ein Verkettungsdiagramm mit n  0 Kreuzungen,
welches alternierend und reduziert ist. Dann ist K(D) = n.
KAPITEL 1: KNOTEN UND VERKETTUNGEN 15
Beweis: Da sich jede Verkettung eindeutig in Primfaktoren zerlegen l

at (s.











) t : : : t (D
k
1








ein primes, alternierendes, reduziertes Verkettungsdiagramm

































1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.11 gilt also:
K(D) = z{Grad(,
D
) + 1 = n









2. Aus den Korollaren 1.10, 1.12 und 1.13 folgt unmittelbar Satz 1.5.
1.3 Graphentheoretische Grundlagen
Elementare Begrie der Graphentheorie k

onnen z.B. aus [Tutte84] entnom-
men werden. Ein (abstrakter) Graph G besteht aus einer Eckenmenge V (G),
einer Kantenmenge E(G) und einer Inzidenzabbildung, die einer Kante e 2
E(G) ihre beiden Enden u; v 2 V (G) zuordnet, wobei Mehrfachkanten und
Schleifen zugelassen sind:
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Definition Ist G ein Graph, so heit e 2 E(G)
(i) Mehrfachkante, falls die Enden von e verschieden sind und es minde-
stens eine weitere Kante gibt, welche dieselben Enden wie e hat;
(ii) Schleife (
"
loop\), falls die beiden Enden von e identisch sind.
Definition Es sei G ein Graph.


























ur i 6= j ist.
















ur i 6= j ist.
(iii) G heit zusammenh





(iv) Eine Kante e 2 E(G) heit Isthmus, falls G n e mehr Zusammenhangs-
komponenten als G hat.
F




bezeichnet. Ein gewichteter Graph sei stets ein Graph G zu-
sammen mit einer Abbildung  : E(G)! f,1; 1g.
Es sei an dieser Stelle erw

ahnt, da sich die Begrie zusammenh

angend,
Weg, Zyklus, Zusammenziehen einer Kante f

ur abstrakte Graphen ebenso
topologisch deuten lassen, siehe hierzu auch Abschnitt 1.4.
Definition Zu einem Graphen G ist das Tutte{Polynom 
G
(x; y) 2Z[x; y]
deniert durch die Eigenschaften:
(i) 
G







, falls e 2 E(G) Isthmus














, falls e 2 E(G) weder Isthmus noch Schleife
F
Das Tutte{Polynom ist eine Invariante abstrakter Graphen, genaueres




angender Teilgraph T eines Graphen G heit
Spannbaum, falls T alle Ecken von G enth

alt und keine Zyklen oder Schleifen
besitzt.
Definition Sei G ein Graph mit k Kanten, welche mit den Zahlen 1; : : : ; k
durchnumeriert sind mittels einer Bijektion  : E(G)! f1; : : : ; kg. Ist T ein
Teilgraph von G, so heit eine Kante
(i) e 2 T intern aktiv, falls es keine Kante e
0
2 G n T mit  (e
0
) <  (e)
gibt, so da e auf einem Zyklus von T [ e
0
liegt, und andernfalls intern
inaktiv;
(ii) e 2 G n T extern aktiv, falls es keine Kante e
0
auf einem Zyklus von
T [ e mit  (e
0
) <  (e) gibt, und andernfalls extern inaktiv.
Satz 1.14 Ist G ein zusammenh












wobei r(T ) die Anzahl der intern aktiven und s(T ) die Anzahl der extern
aktiven Kanten des Spannbaums T bez

uglich einer beliebigen Numerierung
der Kanten von G bezeichnet.
Beweis: siehe [Tutte84], Th. IX.65

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Definition G sei ein Graph.
(i) Eine Ecke v 2 V (G) heit zerlegende Ecke, falls Teilgraphen H und
K von G existieren, die jeweils mindestens eine Kante besitzen, so da
G = H [K und H \K = fvg.
(ii) G heit 2{zusammenh

angend, falls G zusammenh

angend ist und keine
zerlegende Ecke besitzt.




Lemma 1.15 Ein Graph G ist genau dann 2{zusammenh

angend, wenn je
zwei verschiedene Kanten von G auf einem Zyklus liegen.
Beweis: siehe [Tutte84], Th. III.18

Lemma 1.16 Ist G ein Graph, so gilt:
a) Jede Ecke und jede Kante von G ist in einem Block von G enthalten.
b) Jede Kante von G liegt in genau einem Block von G.
c) Je zwei verschiedene Bl

ocke von G haben h

ochstens eine Ecke gemein-
sam.
Beweis: siehe [Tutte84], III.13 und III.22

Lemma 1.17 Ist G ein Graph, der keine isolierte Ecke (d.h. keine Zusam-
menhangskomponente, die nur aus einer Ecke besteht) besitzt, so enth

alt jeder
Block von G mindestens eine Kante.
Beweis: siehe [Tutte84], III.16

KAPITEL 1: KNOTEN UND VERKETTUNGEN 19
Lemma 1.18 Ist G ein 2{zusammenh

angender Graph mit mindestens zwei








Beweis: siehe [Tutte84], Th. III.33



















at sich G darstellen als Vereinigung zweier Teilgraphen H und K,
die keine Kante und h














Beweis: Teil a) l

at sich leicht mittels vollst

andiger Induktion nach Anzahl




ange zwischen Knoten{ und
Graphentheorie
Als sehr fruchtbar f

ur die Knotentheorie hat sich das von Carl Bankwitz
eingef

uhrte Konzept erwiesen, Verkettungsdiagrammen Graphen zuzuord-
nen. Im folgenden wird die Konstruktion kurz beschrieben, f

ur Details siehe





allt in Gebiete, die
sich schwarz und wei f

arben lassen, so da keine zwei Gebiete gleicher Far-
be eine Kante gemeinsam haben und das unbeschr

ankte Gebiet wei ist.
Bez

uglich einer solchen F

arbung heit dann eine Kreuzung positiv, falls der
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
uberkreuzende Strang beim Drehen gegen den Uhrzeigersinn auf den unter-





Jedem schwarzen Gebiet wird eine Ecke und jeder Kreuzung des Diagramms
eine Kante zugeordnet. Die Enden einer Kante sind die beiden (nicht not-
wendig verschiedenen) Ecken der schwarzen Gebiete, welche an die Kreuzung
grenzen. Der so denierte Graph wird zu einem gewichteten Graphen, indem
einer Kante der Wert +1 zugeordnet wird, falls die zugeh

orige Kreuzung





angende Verkettungsdiagramme wird der Graph als




Der auf diese Weise konstruierte Graph ist ein planarer Graph, dessen
Einbettung in die Ebene so gew

ahlt werden kann, da sich die Ecken im In-
neren der schwarz gef

arbten Gebiete benden und die Kanten genau einen




amlich einen Kreuzungspunkt { haben




at sich ersehen, da jedemVerkettungsdiagrammgenau ein planarer
Graph zugeordnet ist und auch umgekehrt aus jedem in die Ebene eingebet-
teten gewichteten Graphen eindeutig ein Verkettungsdiagramm konstruiert
werden kann.
Werden die Farben Schwarz und Wei in der Schwarz/Wei{F

arbung des
Diagramms vertauscht, liefert eine analoge Konstruktion den zum urspr

ung-
lichen Graphen (geometrisch) dualen Graphen. Die beiden Graphen sind im
allgemeinen nicht zueinander isomorph. F

ur die weiteren Betrachtungen wird
es jedoch in der Regel unerheblich sein, welcher der Graphen bzw. welche







ahlt wird. Durch diese
Wahlm

oglichkeit kann man sich von der Auszeichnung eines bestimmten Ge-
bietes des Diagramms als das unbeschr

ankte Gebiet befreien, d.h. es kann




Bemerkung: Ein Verkettungsdiagramm ist genau dann alternierend, wenn
die Kreuzungen einer jeden Komponente nach Schwarz/Wei{F

arbung des
Diagramms alle positiv oder alle negativ sind.
Lemma 1.20 Es sei D ein zusammenh

angendes Verkettungsdiagramm mit
n  0 Kreuzungen und G der zugeh

orige Graph. Dann ist D genau dann
prim, wenn G 2{zusammenh

angend ist.
Beweis: Der Beweis des Lemmas l

at sich rein algebraisch f

uhren, indem
ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen dem Kauman{Polynom ei-
nes alternierenden Verkettungsdiagramms und dem Tutte{Polynom des zu-
geh

origen Graphen ausgenutzt wird.
Da die Eigenschaft
"
prim\ eines Verkettungsdiagramms unabh

angig da-
von ist, ob die einzelnen Kreuzungen bzgl. einer Schwarz/Wei{F

arbung po-
sitiv oder negativ sind, gen

ugt es, die Behauptung f

ur alternierende Ver-





arbung alle positiv sind. F

ur n 2 f0; 1g ist D immer prim
und G immer 2{zusammenh

angend, daher sei im folgenden n  2.


















, so gilt nach [Thist88], Th. 5 und nach-










Wegen Korollar 1.12 ist D also genau dann prim, wenn v
1;0








allt G in mehrere Bl

ocke, die
nach Lemma 1.17 jeweils mindestens eine Kante enthalten. Daher ist nach
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ur n = 2 lassen sich die (bis auf Isomorphie) verschiedenen
zusammenh

angenden Graphen leicht angeben:
t 7 5
Oensichtlich ist nur der dritte Graph 2{zusammenh

angend, und er besitzt
das Tutte{Polynom 
G





Ist n  3 und die Aussage f

ur alle Graphen mit h

ochstens n, 1 Kanten











ur eine beliebige Kante e 2 E(G), die wegen des 2{
Zusammenhangs von G kein Isthmus und keine Schleife sein kann.

Bemerkung:Der Beweis von Lemma 1.20 l

at sich auch geometrisch f

uhren.




allt der Graph nach den Lem-
mata 1.16 und 1.17 in mehrere Bl

ocke, die jeweils mindestens eine Kante
enthalten; und ist D nicht prim, so existiert eine einfach geschlossene Kurve
c, die D in genau zwei Punkten transversal schneidet, so da in Innen- und
Auengebiet von R
2





ahlen, da sie die planare Einbettung von G in genau einer Ecke schneidet,
so da in den beiden Gebieten von R
2





















Im allgemeinen kann ein planarer Graph verschiedene Einbettungen in
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verschiedenen

Aquivalenzklassen liegen (Mutation!). F

ur das Kauman- und
das Klammerpolynom gilt jedoch:
Satz 1.21 Das Kauman{Polynom eines Verkettungsdiagramms D h

angt
nur von dem Isomorphietyp des zu D geh

origen gewichteten planaren Gra-
phen ab und nicht von der Einbettung des Graphen in die Ebene.
Beweis: siehe [Lip90], Lemma 8

Korollar 1.22 Das Klammerpolynom eines Verkettungsdiagramms D h

angt
nur von dem Isomorphietyp des zu D geh

origen gewichteten planaren Gra-
phen ab und nicht von der Einbettung des Graphen in die Ebene.
Beweis: Das Klammerpolynom l

at sich mit Hilfe des Kauman{Polynoms
ausdr

ucken (siehe [Kauf88], S. 222 unten):










Uber die Darstellung des Tutte{Polynoms mit Hilfe von Spannb

aumen
fand Thistlethwaite einen Zusammenhang zwischen dem Klammerpolynom
eines Verkettungsdiagramms und dem zum Diagramm geh

origen Graphen.
Dazu werden die Kanten des Graphen wieder mit den Zahlen 1; : : : ; jE(G)j
durchnumeriert. Bez

uglich eines Spannbaums T  G wird jeder Kante e 2
E(G) ein Zustand zugeordnet, welcher jeweils durch eines der Symbole L,
D, `, d, L, D, `, d bezeichnet wird. Ist e eine positive Kante, so hat sie den
Zustand L bzw. D, falls e 2 T aktiv bzw. inaktiv ist, und den Zustand `
bzw. d, falls e 2 G n T aktiv bzw. inaktiv ist. F

ur negative Kanten werden
v

ollig analog die Zust

ande L;D; `; d deniert.
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Ist nun ein Spannbaum T
i
gegeben, so ordne einer Kante e
j
2 G je nach































angendes Verkettungsdiagramm D ist
















aume von G l

auft. Insbesondere ist der
Term auf der rechten Seite unabh

angig von der gew

ahlten Numerierung.
Beweis: siehe [Thist87], S. 305/6

Bemerkungen:










phen G interpretieren. F
























zu denieren, damit sich Satz 1.23 auf beliebige Verkettungsdiagramme
verallgemeinern l

at (siehe Lemma 1.2 c)).












(siehe [Thist87], S. 306), d.h. das verallgemeinerte






KAPITEL 1: KNOTEN UND VERKETTUNGEN 25
F
Jeder Spannbaum von G entspricht nach Satz 1.23 einem Monom des
Klammerpolynoms. Ein Spannbaum heit maximal, falls der Exponent des
zugeh

origen Monoms maximal ist unter allen derartigen Exponenten, und
minimal, falls der Exponent des Monoms minimal ist. Nat

urlich brauchen
die Exponenten von maximalen oder minimalen Spannb

aumen nicht dem
maximalen bzw. minimalen Exponenten des Klammerpolynoms zu entspre-
chen, denn es existieren m

oglicherweise mehrere solche Spannb

aume, deren
Monome unterschiedliches Vorzeichen haben und sich aufheben.
F
Thistlethwaite entdeckte auch einen Zusammenhang zwischen demKau-
man{Polynom eines Verkettungsdiagramms und dem zum Diagramm geh

ori-
gen Graphen, mit dessen Hilfe sich die folgende Spezialisierung von Satz 1.9
zeigen l

at. Zuvor noch einige Festlegungen.
Ist G ein gewichteter Graph, so bezeichne G
+
den Teilgraphen von G, der
aus s

amtlichen Ecken von G und den positiven Kanten von G besteht. Der
Graph G
+
entstehe aus G durch Zusammenziehen aller negativen Kanten





Satz 1.24 Sei D ein zusammenh

angendes Verkettungsdiagramm mit n  1
Kreuzungen und zugeh

origem Graphen G. Das Kauman{Polynom von D













einen Isthmus oder G
 
eine Schleife, so gilt:
u
rs
6= 0 ) r + s < n
b) Besitzt G
 
einen Isthmus oder G
+
eine Schleife, so gilt:
u
rs
6= 0 ) ,r + s < n
Beweis: [Thist88
0
], Th. 1 und Cor. 1.1

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Korollar 1.25 Sei D ein zusammenh

angendes Verkettungsdiagramm mit
n  1 Kreuzungen und zugeh

origem Graphen G. Das Kauman{Polynom





























auel werden im Sinne Conways als Teile von Verkettungsdiagrammen de-
niert (siehe [Con70]). F

ur die weiteren Betrachtungen sei ohne Einschr

ankung
die Projektionsabbildung p, die einer Verkettung ihr Diagramm zuordnet, in




; (x; y; z) 7! (x; y; 0) gegeben.
Definition Eine Kreisscheibe in einem Verkettungsdiagramm, deren Rand
die Projektion der Verkettung in genau vier Punkten transversal schneidet,
heit Kn












aquivalent, wenn sie durch endlich viele Reidemeister{

















auels an, d.h. die Bezeich-
nung der Punkte a, b, c, d ist durch das
"
L\ eindeutig festgelegt (und umge-
kehrt). Die Bedeutung wird anhand der nachfolgend denierten Operationen
27
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uckseite\ der Kreisscheibe zu sehen ist.
Die Koordinatenachsen der Projektionsebene seien derart gew

ahlt, da
der Nullpunkt Mittelpunkt der Kreisscheibe ist und die Punkte a, b, c, d auf







































Werden jeweils zwei verschiedene dieser Operationen hintereinandergeschal-





Definition Sind s und t Kn


















\ wird das Kn

auel s um 180

um die Winkelhalbieren-
de f (x; y; 0) 2 R
3
j y = ,xg gedreht und an der Projektionsebene gespiegelt
(d.h.





P Q L M
0 1 1 ,1 = 1
Definition (i) Die Kn

auel 0, n = 1 + : : : + 1 und n = 1 + : : : + 1 heien
ganzzahlig.
(ii) Ist ein Kn

auel t von der Form t = a
1










; : : : ; a
n
oder ist t = 1, so heit t rational. Die Menge aller rationaler
Kn

auel wird mit K bezeichnet.
(iii) Die rationalen Kn

auel lassen sich in drei verschiedene Klassen einteilen,
je nachdem ob der in a endende Strang mit dem in b, c oder d endenden
Strang verbunden ist. 0, 1 und 1 sind Repr

asentanten der verschiedenen
















6= 0; : : : ; a
n 1
6= 0, falls n  2,















eine Zahl aus Q [f1g zugeordnet. Es l






aquivalent sind, wenn die Werte der Kettenbr

uche gleich sind (siehe
[Con70], S. 331/332, oder [Bur85], S. 196). Daher wird im weiteren Text ein
rationales Kn

auel r mit dieser Zahl identiziert, d.h. die Schreibweise r > 0
bedeutet zum Beispiel, da der zu r geh

orige Kettenbruch positiven Wert
(6=1) hat. Desweiteren gilt:
Lemma 2.1 Jedes rationale Kn

auel aus K n f0;1; 1; 1g l

at sich darstellen
in einer Normalform a
1
: : : a
n
, so da gilt: ja
1
j  2, a
1









ur i 2 f1; : : : ; ng. Die Normalformdarstellung
ist eindeutig bestimmt, d.h. es gilt:
a
1




: : : b
m






ur i = 1; : : : ; n
Beweis: siehe [Con70], S. 332, oder auch [Sawo91], S

atze 3.8 und 3.10

Bemerkung: Nach Lemma 2.1 liegt in der

Aquivalenzklasse eines jeden ra-
tionalen Kn





in Normalformgestalt. Sind r
und r
0
Teile von Verkettungsdiagrammen D bzw. D
0





origen Kreisscheiben identisch sind, so unterscheiden sich
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die jeweiligen Klammer{ und Kauman{Polynome der Diagramme lediglich






mit p 2 Zvoneinander. Der Spann des





sind sogar identisch. Daher treten im weiteren rationale Kn

auel















Beweis: siehe [Sawo91], Satz 3.13 (a)

Definition Ist t ein Kn












auel t ist genau dann zusammenh

angend, wenn N(t)












(i) lokal zusammengesetzt (
"
locally knotted\), wenn N(t) und D(t) beide
zusammengesetzt sind, und andernfalls lokal prim;









auel t ist genau dann lokal prim,



















angend ist, besitzt es mindestens eine Kreuzung und das Dia-
gramm D = N(t + 1) n  2 Kreuzungen. Nach Korollar 1.12 ist D genau
dann prim, wenn z{Grad(,
D
) = n , 1 gilt. F

ur n = 2 ist t lokal prim und
z{Grad(,
D
) = 1, d.h. die Behauptung gilt. Sei also n  3.
Die Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom, angewendet auf die
Kreuzung von D, die nicht zu t geh



















ist nicht alternierend und besitzt somit eine 2{Br





)  n, 2. Daher ist z{Grad(,
D






) = n , 2 oder z{Grad(,
D
1
) = n , 2 ist. Wegen Korollar
1.12 ist dies genau dann der Fall, wenn D
0
= N(t) oder D
1
= D(t) prim,







auel t ist genau dann lokal zusammenge-
setzt, wenn im Inneren der zu t geh

origen Kreischeibe D  D
2
eine
einfach geschlossene Kurve c existiert, die t in genau zwei Punkten
transversal schneidet, so da jede der beiden Komponenten von D n c
Kreuzungen von t enth

alt. Denn ist t lokal zusammengesetzt und somit
nach Lemma 2.3 N(t+1) zusammengesetzt, so zerf

allt die Ebene ohne
den Rand von D und die im Komplement von D liegenden Str

ange von
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at sich leicht erkennen,
da eine einfach geschlossene Kurve, die das Diagramm in genau zwei
Punkten transversal schneidet und nicht im Inneren von D liegt, derart










auel t ist genau dann lokal prim, wenn






auel in Normalformgestalt sind alternierend.
4. Rationale Kn

auel mit mindestens einer Kreuzung sind lokal prim (siehe
Korollar 2.11), und rationale Kn

auel mit mindestens zwei Kreuzungen
sind zusammengesetzt:






ImVerlauf dieses Abschnitts wird eine Formel zur Berechnung des Kauman{











































ur i 2 fN;D;X;Xg seien die zugeh

origen Kauman{Polynome,

























), so gilt f

ur

































































Die obige Formel l

at sich mit Hilfe der Skein{Theorie aus [Lick87] her-
leiten, analog zu der entsprechenden Formel f

ur das verallgemeinerte Jones{
Polynom ([Lick87], Proposition 12).
Ausmultiplizieren der Eintr

age von M und Ausklammern von ,(a+a
 1
)



























































































































Die erste der beiden Matrizen in der Summe gestattet die nachstehenden






























































































































Damit ergibt sich die Darstellung der Summenformel, die im weiteren Text
verwendet wird:













































































































Beweis: Wegen der Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom gen

ugt
es, die Richtigkeit der Summenformel f

ur je zwei Kn





ufen, was durch einfaches Nachrechnen geschieht.













ochstem Exponenten in der Variablen z direkt aus den entsprechenden









auel lassen sich recht schnell einige
Eigenschaften des Kauman{Polynoms herleiten:
Definition (i) Sind s und tKn








ur ein i 2 fh; t; rg ein Mutant von D, und der





(ii) Ist t ein Kn

auel, so heit der

Ubergang von 1+ t zu t
h
+1 bzw. von 1+ t
zu t
h









(Zur Herkunft des Begries
"
ype\ siehe die Erl

auterung in [Mena93], S.
113.)
Lemma 2.5 a) Das Kauman{Polynom eines Verkettungsdiagramms D =
N(s+ t) ist invariant unter Mutation.


























auel. Dann ist das Kauman{Polynom von
N(t
1




angig von der Reihenfolge der t
i
, d.h. das Kauman{
Polynom von N(t
(1)
+ : : : + t
(k)
) ist identisch f

ur jede Permutation  auf





auel t mit einer beliebigen Orientierung. Mit i 2 fh; t; rg gilt
dann f





































invariant unter der Mutation bleiben, folgt auch f




































































+ 1 = t
h
+ 1


























Zeige die Aussage mittels vollst

andiger Induktion nach k. F

ur k = 1 ist die
Behauptung sicherlich erf

ullt. Sei also k  2 und die Behauptung gezeigt
f














=1 ergibt sich das Kauman{Polynom als
Produkt der Kauman{Polynome von t
D
1
; : : : ; t
D
k 1
und ist somit unabh

angig














ypes\ an eine beliebige Position bef

ordern, so da zusammen mit den Tei-
len a) und b) die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung folgt. Unter




auel ergibt sich nun die Aussage f

ur









origen Graphen alle vom gleichen Isomorphietyp sind.
Lemma 2.6 s und t seien lokal prime Kn





) = n, 1 ;
und der zugeh






mit  > 0 :
Beweis: Verwende im folgenden die Bezeichnungen von Satz 2.4. Da s + t









beide alternierend. Wegen Lemma 1.6 a) gen

ugt es, den ersten Fall zu
betrachten.




prim, alternierend und reduziert, und die Summanden mit Exponenten k,1
in der Variablen z in den zugeh

origen Kauman{Polynomen lassen sich nach


























ucke besitzt, gilt z ,Grad(A
X















) = k, und der zugeh














> 0. Hat s genau eine Kreuzung, d.h. ist
s = 1, so gilt die Aussage






















) = n , 1 ist mit
zugeh























)  n, 3, und alle anderen Summanden auf der rechten




auel sind ebenfalls von geringerem z{Grad






. Somit folgt die Behauptung aus Satz 2.4.

Korollar 2.7 Sind s und t lokal prime Kn

auel, so ist N(s+ t) prim und das
Kn

auel s+ t lokal prim.
Beweis: Da die Eigenschaft
"
prim\ unter Vertauschung von

Uber- und Un-
terkreuzungen erhalten bleibt, gen

ugt es, die Aussage f

ur den Fall zu zeigen,
da s + t alternierend ist. Dann folgt wegen Korollar 1.12 unmittelbar aus





auel sind, ist auch s+ t zusammenh

angend und somit lokal
prim.

Lemma 2.8 s und t seien alternierende Kn

auel mit jeweils mindestens zwei
Kreuzungen, und die Summe der Kreuzungszahlen sei n. Ist s prim, t lokal
prim und s+ t nicht alternierend, dann gilt
z{Grad(,
N(s+t)
) = n, 2 ;
und der zugeh






































. Wegen Lemma 1.6 a) gen

ugt es, den ersten Fall
zu betrachten. Da beide Kn

auel aus jeweils mindestens zwei Kreuzungen
bestehen und zusammenh









Hat s die Kreuzungszahl k  2, so ergeben sich f

ur die z{Grade der











s prim k , 1 k , 1 k  k , 2
t besitzt n , k Kreuzungen, und f

ur die z{Grade der Kauman{Polynome
der zugeh










N(t) prim n, k , 1  n, k , 1  n, k , 2 n, k
D(t) prim  n, k , 1 n, k , 1  n, k , 2 n, k
Aus den beiden Tabellen l

at sich ersehen, da alle Summanden auf der
rechten Seite der Summenformel von Satz 2.4 einen kleineren z{Grad als














































































in Frage. Die TermemitmaximalemExponenten der beiden Summanden sind































genau dann beide positiv sind, wenn t prim ist.

Bemerkung: Der Beweis von Lemma 2.8 zeigt, da die Behauptung des
Lemmas bereits gilt, wenn s und t lokal prime Kn

auel sind, so da N(s) und
D(t) beide prim oder D(s) und N(t) beide prim sind.




Auch in Bezug auf das Klammerpolynom l












































auel ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Be-
rechnung bestimmter Terme des Kauman{Polynoms eines Verkettungsdia-
gramms, in dem rationale Kn






auel. Dabei wird das Kauman{Polynom induktiv entlang den
ganzzahligen Anteilen eines rationalen Kn

auels in Normalformgestalt berech-
net, was im folgenden an einem Beispiel demonstriert werden soll.
Es sei r > 1 ein rationales Kn

auel in Normalformgestalt a
1
: : : a
s
mit n  2
Kreuzungen gegeben. Dann l

at sich wie folgt zeigen, da z{Grad(,
N(r)
) =
n , 1 und der zugeh













Fall s = 1, d.h. r ist ein ganzzahliges Kn

auel mit Normalform k  2. F

ur
k = 2 liefert das Anwenden der Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom
an einer der beiden Kreuzungen (unter Benutzung von Reidemeister{Bewe-

































ucke besitzt, ist nach Korollar 1.10 z{Grad(,
D
 
)  k , 3,
und die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung.
Ist s 2 N beliebig, so zeige die Behauptung mittels vollst

andiger Induktion
















= 2, so liefert das rekursive Au


































wobei der Exponent von a positiv ist, falls s ungerade ist, und negativ, falls s










: : : a
s
haben eine Normalform-
darstellung von geringerer L
























) = n , 2 nach In-





folgt die Aussage f

ur den Fall a
1
= 2.






























ur k  3








Analog zu diesem Beispiel lassen sich die folgenden beiden Lemmata be-
weisen:
Lemma 2.9 Ist B ein rationales Kn

auel mit n  2 Kreuzungen in Normal-
formgestalt a
1


































+ : : : falls s  2
a
n


























































+ : : : falls s = 1 und n  3
a
 1
falls n = 2
42 KAPITEL 2: KN

AUEL
Dabei stehen die drei Punkte jeweils f

ur Terme von niederem z{Grad.

Lemma 2.10 Ist B ein rationales Kn

auel mit n  2 Kreuzungen in Normal-
formgestalt a
1



























+ : : : falls s  2
a
 n
falls s = 1
b) ,
B






























































+ : : : falls s = 1 und n  3
a falls n = 2
Dabei stehen die drei Punkte jeweils f

ur Terme von niederem z{Grad.













Korollar 2.11 Rationale Kn












r mit n  2 Kreuzungen gen










auel in Normalformgestalt zu zeigen. Nach den
Lemmata 2.9 und 2.10 ist immer z{Grad(,
N(r)
) = n,1 oder z{Grad(,
D(r)
) =
n , 1, und die Behauptung folgt mit Korollar 1.12.







at sich auch zur
Berechnung des Klammerpolynoms verwenden.
Kapitel 3
Grapheninvarianten
Ein topologischer Graph ist ein eindimensionaler Zellenkomplex bestehend
aus 0{Zellen v
1




; : : : ; e
m
. Dem topologischen Graphen
entspricht ein abstrakter Graph mit Eckenmenge V = fv
1
; : : : ; v
k
g und Kan-
tenmenge E = fe
1
; : : : ; e
m
g. Im folgenden werden 4{regul

are Graphen be-














Ist G ein topologischer Graph, so ist ein Graph G in R
3
das Bild einer
Einbettung von G in R
3



















existiert. Einbettungen topologischer Graphen in R
3
lassen sich anhand von
(regul






aquivalent, D  D
0
, wenn sie sich durch eine endliche An-
zahl der Reidemeister{Bewegungen I{V und einen orientierungserhaltenden
Hom

oomorphismus der Ebene auf sich ineinander umformen lassen:
I) a  ! b  ! c
II)d  ! e f
43
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III) g  ! h , i  ! j
IV) k  ! l , m  ! n
V)o  ! p  !q
Die







aquivalente Diagramme besitzen (siehe
[Kauf89], Th. 2.1, oder [Yett89], Th. 1.7).











at sich als 2{regul

arer








Die Reidemeister{Bewegungen vom Typ IV bzw. V entsprechen an Ecken
vom Grad 2 den Reidemeister{Bewegungen II bzw. I, d.h. die

Aquivalenz-
klassen der Einbettungen von S
1
als Graph in R
3
entsprechen denen der
Knotentheorie. Da das Hinzuf

ugen oder Weglassen von Ecken vom Grad 2




andert, wird im folgenden
die M

oglichkeit zugelassen, da die betrachteten Graphen auch Ecken vom
Grad 2 besitzen. Alle Graphen, die ausschlielich Ecken vom Grad 2 und 4
haben, werden daher als 4{regul

ar (im topologischen Sinne) bezeichnet, und




arer Graph mit 0 Ecken vom Grad 4.
Im weiteren werden in der Regel planare Graphen betrachtet, d.h. sol-
che Graphen, die eine kreuzungsfreie Einbettung in die Ebene zulassen. Ist
G ein Graph in R
3
und D ein kreuzungsfreies Diagramm von G, so ist D
bis auf

Aquivalenz von Graphendiagrammen eindeutig bestimmt (folgt aus
[Lip90], Cor. 6) und heit triviales Diagramm von G. Besitzt G ein triviales
Diagramm, so ist daher auch G bis auf

Aquivalenz von Graphen in R
3
ein-
deutig bestimmt und heit trivialer Graph (siehe auch [Mason69]). Es sei an





amtliche hier besprochenen Invarianten ebenfalls
f

ur nicht planare Graphen erkl

art sind.
Bisher konnten rekursiv denierte Polynominvarianten von Verkettungs-
diagrammen wie Klammer{ und Kauman{Polynom meist nur unter Ein-
schr

ankungen auf Graphendiagramme verallgemeinert werden, z.B. f

ur Gra-






(siehe z.B. [Jon91] oder [Kauf92]). K

urzlich ist es gelungen, den Ansatz von
Yamada auf beliebige Graphen zu erweitern ([Yoko96]).
3.1 Elementare Grapheninvarianten




onnen aus der Menge der in G enthaltenen Teil-





{Graphen, die durch Weglassen je einer der vier Kanten des 
4
{





Knoten, die jeweils durch Weglassen einer der beiden Schleifen gebildet wer-
den. Mit diesen Invarianten lassen sich im speziellen Fall schon Aussagen

uber den eingebetteten Graphen machen. Es werde zum Beispiel das folgen-






alt eine Kleeblattschlinge und ist daher nicht trivial. Diese
Art der Argumentation versagt allerdings schon in einfachen F

allen, wie das
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folgende Diagramm zeigt:

Die beiden im Graphen enthaltenen Knoten sind trivial, und es l

at sich
daher mit Hilfe dieser Invarianten nicht entscheiden, ob das Diagramm

aqui-
valent zu einem trivialen Graphendiagramm des Achtergraphen ist. Ein nicht
trivialer planarer Graph, der nur triviale Teilgraphen besitzt, heit minimal





at sich zeigen, da der durch obiges Diagramm
dargestellte Graph in der Tat nicht trivial ist.
3.2 Weitere Grapheninvarianten
Rekursiv denierte Polynominvarianten wie das Yamada{Polynom lassen sich
nicht ohne weiteres auf Graphen mit Ecken vom Grad gr

oer als drei erwei-
tern, so da sie invariant unter allen f

unf Reidemeister{Bewegungen bleiben.
Die Schwierigkeiten bei einer solchen Verallgemeinerung liegen in der Invari-
anz unter der Reidemeister{Bewegung V.
Betrachtet man die Anwendung mehrerer Reidemeister{Bewegungen vom




Ahnlichkeit der entstehenden Verdrillungen






Diese Beobachtung motiviert die Denition der Invarianten, die im Verlaufe
des Abschnitts vorgestellt werden.
Im folgenden werden stets Einbettungen eines (im erweiterten Sinne) 4{
regul

aren Graphen mit k  1 Ecken vom Grad vier in R
3
betrachtet. Ist D
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Diagramm eines Graphen in R
3
, so bezeichne V (D) die Bildmenge der Ecken
vom Grad vier in der Ebene.
Definition (i) Ein numeriertes Graphendiagramm ist ein Paar (D;!) beste-
hend aus einem Graphendiagramm D und einer Bijektion ! : f1; : : : ; kg !
V (D).











lent (als numerierte Graphendiagramme), falls ein orientierungserhaltender
Hom














(iii) D sei ein numeriertes Graphendiagramm. Eine Orientiertung einer Ecke
v
i





ucke mit a, b, c, d, wobei die Buchstaben alphabetisch im
Uhrzeigersinn angeordnet sein sollen, d.h. die Orientierung der Ecke ist durch
die Bezeichnung eines Kantenst






Ein numeriertes Graphendiagramm, in dem jede Ecke vom Grad vier orien-
tiert ist, heit eckenorientiertes Graphendiagramm.
Bemerkungen:
1. Die Numerierung der Ecken vom Grad vier eines numerierten Graphen-
diagramms erfolgt im weiteren Text meist implizit durch die Beschrei-
bung der Menge V (D) in der Form fv
1
; : : : ; v
k








Eckenorientierung\ hat rein technische
Gr

unde. Daher wurde auf die (naheliegende) Denition einer

Aquiva-
lenzrelation zwischen eckenorientierten Graphendiagrammen verzich-
tet.
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Definition Ist D ein eckenorientiertes Graphendiagramm eines Graphen
mit k Ecken vom Grad vier und sind r
1
; : : : ; r
k








das Graphendiagramm, welches durch Ersetzen einer kleinen Umge-
bung der Ecke v
i
































ur eine Teilmenge I von f1; : : : ; kg mit jIj  0 Elementen deniere
L
I











; falls j 6= Ig ;
wobei die eckigen Klammern

Aquivalenzklassen von Graphendiagrammen oh-














angig von der Eckenorientierung des
Diagramms, und sind D und D
0

aquivalent als numerierte Graphen-







b) L(D) ist eine (wohldenierte) Invariante von Graphendiagrammen,
d.h. L(D) ist unabh

angig von der Eckennumerierung und -orientierung




gilt L(D) = L(D
0
).



































































angewendet werden, indem jede Reidemeister{










































Andern der Eckenorientierung f



















, . . . , s
k
; d.h. L(D)  L(D
0
).
Analog ergibt sich die umgekehrte Inklusion, also die Gleichheit.












aus D, indem ei-
ne kleine Umgebung einer jeden Ecke v
1
; : : : ; v
k




















ur eine Permutation  auf










] ein Element von
L(D) ist, folgt die Behauptung zusammen mit Teil a).
















Ist r ein ganzzahliges Kn






Reidemeister{Bewegungen I). Ist r in Normalformgestalt a
1
: : : a
s+1
mit s  1
und a
s+1
6= 0, so ergibt sich ebenfalls durch Anwendung von Reidemeister{








] gilt. Liegt r dagegen in der Menge
R := f a
1




: : : a
s
0 Normalformgestaltg [ f0;1g ;
so ist D
r




#r , 1 f

ur r 6= 0;1. Daher gilt:
L(D) = f [D
r
] j r 2 Rg
F
Aus der { etwas unhandlichen { Invarianten L
I
(D) soll nun eine weite-








origen Knoten bzw. Verkettungen unterscheiden sich
elementar { eventuell schon durch die Anzahl ihrer Komponenten { vonein-
ander, wenn die r
1
; : : : ; r
k







Ist z.B. k = 1, so entstehen durch Einsetzen von rationalen Kn

aueln aus den
genannten Klassen in zwei F

allen Knoten und in einem eine Verkettung aus
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alt man weitere Invarianten:











angig von der Eckenorientierung des
Diagramms, und sind D und D
0

aquivalent als numerierte Graphendia-
















angig von der Eckennumerierung und -orientie-































Anderung der Eckenorientierung an einer
Ecke v
j





















angig von der gegebenen Eckenorientierung. Der
Rest der Behauptung folgt mit Satz 3.1.

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Definition F

ur I  f1; : : : ; kg mit jIj = i 2 N
0






(D) Invarianten i{ter Stufe.






(D) = f [D] g ; L
;
min
(D) = (f [D] g)
Beispiele:
1. Ist D das Diagramm eines trivialen Achtergraphen, so gilt:
L
min
(D) = ( f[]g; f[]g; f[
t
]g )
2. Das Diagramm eines Achtergraphen in R
3
















Auerdem seiD(t) alternierend und reduziert mit nKreuzungen. Erset-
zen der Ecke durch eines der rationalen Kn

auel ausR :=Z[f1g liefert
jeweils ein Verkettungsdiagramm mit n Kreuzungen (evtl. nach An-
wendung von Reidemeister{Bewegungen I), und die Menge R enth

alt
Elemente aus allen dreien der rationalen Kn

auelklassen.
Andererseits ist nach Korollar 1.13 K(D(t)) = n, und nach Lemma
2.10 ist K(D(r)) = #r f

ur r 2 K n R. Somit gilt
K(D(t)#D(r)) = K(D(t)) +K(D(r)) = n+#r  n + 1 ;
d.h. jedes zuD(t)#D(r)





(D) = ( f[D(t)]g; f[D(t)]g; f[D(t)t]g )
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at sich unmittelbar ablesen, da D in
minimaler Darstellung ist. Denn ist D
0
ein Graphendiagramm mit n
0
Kreuzungen und D  D
0











amtliche Diagramme aus L(D) = L(D
0
) mindestens n
Kreuzungen besitzen, mu n
0
 n gelten.
3. Es sei D das Graphendiagramm von Seite 46:

a












ur r 2 K n f0;1; 1; 1; 2g gilt, d.h. die minimale Kreuzungszahl der
zugeh






























gilt (alle Bezeichnungen von Verkettungen, die hier mit
den

Aquivalenzklassen von Verkettungsdiagrammen identiziert wer-




















ein Diagramm mit n
0











Kreuzungen. Da 0 und 1 aus zwei verschiede-
nen der drei Klassen rationaler Kn








in zwei der drei Eintr






 6 und somit D in minimaler Darstel-
lung. Insbesondere ist das Graphendiagramm D nicht

aquivalent zum
trivialen Diagramm des Achtergraphen (vgl. Beispiel auf Seite 46).






















D(t) sei alternierend und reduziert mit n  1 Kreuzungen. Dann folgt
wie in Beispiel 2, da f










































], was zum Beispiel an den Verkettungen,
die jeweils durch Weglassen einer Schleife des Achtergraphen entste-









Diagramm, welches aus D durch Vertauschung der Nummern 1 und 2




aquivalent als numerierte Graphendia-
gramme.
Die Invariante 2. Stufe ist von der Form:
L
min



















Definition Es sei G ein Graph in R
3
mit k  0 Ecken vom Grad vier. Dann
heit ein Diagramm D von G
(i) prim, falls bez









ur jede Wahl von r
i
2 f0;1g mit i = 1; : : : ; k;
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(ii) zusammengesetzt, falls D zusammenh

angend und nicht prim ist;
(iii) reduziert, falls bez









ur jede Wahl von r
i
2 f0;1g mit i = 1; : : : ; k;
(iv) alternierend, falls bez








ur jede Wahl von r
i
2 f0;1g mit i = 1; : : : ; k.
Bemerkungen:





angendes Diagramm eines Graphen inR
3
mit k Ecken
vom Grad vier und r
1
; : : : ; r
k
2 f0;1g, so ist (bez

uglich einer gegebe-






nicht prim, wenn es nicht zusammenh

angend ist oder wenn es zusam-
mengesetzt ist. Daher ist D genau dann zusammengesetzt, wenn eine
einfach geschlossene Kurve c in R
2




 c schneidet D genau in m  1 Ecken
"
transversal\, so da jede
der beiden Komponenten von R
2
n c nicht leeren Schnitt mit D
hat.
 c schneidet D in genau zwei Punkten, welche keine Ecken des
Graphen sind, und in m  0 Ecken des Graphen transversal, so
da jede der beiden Komponenten von R
2
n c Kreuzungen oder





transversaler Schnitt mit einer Ecke\, da nach Erset-
zen der Ecke durch das Kn

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auf Graphen in R
3
















angendes Graphendiagramm D heit zusam-




, falls eine einfach geschlosse-
ne Kurve c in R
2
existiert, die D in genau zwei Punkten, welche keine Ecken
des Graphen sind, transversal schneidet, so da jede der beiden Komponen-
ten von R
2
n c Kreuzungen oder Ecken von D enth

alt; andernfalls heit D
prim als Graphendiagramm.
Bemerkungen:
1. Ein primes Graphendiagramm ist auch prim als Graphendiagramm.




ur den Fall, da der betrachtete Graph in R
3
keine Ecken vom Grad










phendiagramm\ zusammen und entsprechen den bekannten Begrien








voll sind, wird sich an sp

aterer Stelle zeigen, wenn es darum geht, Satz
1.5 auf Graphendiagramme zu verallgemeinern.
Beispiele



















eines Achtergraphen in R
3








sammengesetzt ist.D ist aber prim als Graphendiagramm,weilD
1
prim
ist, denn der zum Knotendiagramm geh

orige Graph ist 2{zusammen-
h

angend, da je zwei verschiedene Kanten auf einem Zyklus liegen (Lem-
ma 1.15):

















Denn die zu den Diagrammen geh

origen Graphen, die aus dem abgebil-
deten durch Weglassen oder Zusammenziehen der gestrichelten Kanten
entstehen, sind 2{zusammenh

angend, da je zwei verschiedene Kanten
auf einem Zyklus liegen:

Lemma 3.3 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G. Dann gilt:
a) D ist genau dann prim als Graphendiagramm, wenn D
1;:::;1
prim ist.










; : : : ; r
k
in Normalformgestalt prim.










; : : : ; r
k
in Normalformgestalt prim und reduziert.
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Beweis: Teil a) ergibt sich unmittelbar aus der Denition des Begries
"
prim
als Graphendiagramm\, und die Teile b), c) folgen induktiv aus Korollar 2.7.

Lemma 3.4 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n  0 Kreuzungen. Existieren
"
1
; : : : ; "
k





reduziert, alternierend und prim ist, so
ist D ein alternierendes Graphendiagramm.
Beweis: Da f

ur den Fall n = 0 nichts zu zeigen ist, wird im weiteren n  1




, so da D
00
ein kreuzungsfreies Graphendia-
grammmit mindestens einer Ecke ist, so ist D genau dann alternierend, wenn
D
0
alternierend ist. Im folgenden kann daher ohne Einschr

ankung vorausge-
setzt werden, da D nicht von dieser Form ist. Zeige nun mittels vollst

andiger
Induktion nach k, da 
1
; : : : ; 
k






duziertes, alternierendes, primes Verkettungsdiagramm ist.
Sei also zun






















reduziert, alternierend und prim, und
beide Diagramme sind zusammenh

angend, denn andernfalls liee sichD dar-




, so da D
00
ein triviales Achtergraphendia-
gramm ist { imWiderspruch zur Voraussetzung. Nach Satz 1.11 besitzt daher






















































orige Kauman{Polynom ist nach Satz 1.9 von kleinerem z{
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Sei nun k  2 und die Behauptung f

ur Graphen mit h

ochstens k,1 Ecken
gezeigt. Nach Voraussetzung existieren "
1
; : : : ; "
k





reduziert, alternierend, prim ist, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es

1
; : : : ; 
k 1







reduziert, alternierend, prim ist.
Betrachte nun die Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom angewendet




























































; : : : ; 
k
2 f0;1g, d.h. das Graphendiagramm D ist alternierend.

Korollar 3.5 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n  0 Kreuzungen. Existieren
"
1









reduziert, alternierend und prim ist, so
ist D ein alternierendes Graphendiagramm.





durch ein beliebiges Element aus f0;1g ersetzt wird.









ist reduziert und alternierend, aber D ist nicht alternierend, weil D
0
nicht alternierend ist.
Definition Ein Graph G in R
3
heit
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(i) alternierend, falls G ein alternierendes Diagramm besitzt;
(ii) amphichiral, falls G ein Diagramm D besitzt mit D  D;
(iii) chiral, falls G nicht amphichiral ist.
Bemerkung:
Es gilt






































1. Der Achtergraph mit Diagramm

ist chiral, da einer der beiden Knoten, die durch Weglassen einer Schlei-
fe des Graphen entstehen, eine Kleeblattschlinge ist. Die Kleeblatt-
schlinge ist chiral (was sich zum Beispiel am zugeh

origen Klammer{
bzw. Kauman{Polynom ablesen l

at) und somit auch der Achter-
graph.
2. Der Achtergraph mit Diagramm
D =


































sind nicht identisch, da die Kleeblattschlinge 3
1
chiral ist.














In diesem Kapitel werden Diagramme von Graphen in R
3
mit nur einer Ecke


















ur den verallgemeinerten Fall die Bezeichnung Achtergraph benutzt
wird. F

ur bestimmte Klassen von Graphendiagrammen { insbesondere den
reduzierten, alternierenden, primen { lassen sich recht genaue Aussagen

uber
die Invarianten L(D) und L
min
(D) machen. Daraus wird dann eine Verall-
gemeinerung von Satz 1.5 hergeleitet.
Graphendiagramme eines Achtergraphen lassen sich durch ein { nicht not-
wendig rationales { Kn




















ur das abgebildete Graphendiagramm mit
einer Eckenorientierung, die derart gew

ahlt ist, da nach dem Ersetzen der
Ecke durch ein rationales Kn

auel r das Verkettungsdiagramm N(t + r) ent-
steht.
Die Ecke des Graphen liege im unbeschr














auel r positive Kreuzungen besitzt (und ein negatives
Kn

auel negative). Diese Wahl bedeutet sicherlich keine Einschr

ankung an die
Allgemeinheit der Situation und hat keinen Einu auf die unten angestellten
Berechnungen von Klammer{ und Kauman{Polynomen.
Bemerkung: Ist D = N(t +

) ein Graphendiagramm und t ein rationales
Kn

auel, so istD Diagrammdes trivialenAchtergraphen inR
3
, denn t l

at sich
mit Hilfe von Reidemeister{Bewegungen I{III in Normalformgestalt bringen
undD anschlieend mit Reidemeister{Bewegungen vom Typ V zum trivialen
Diagramm des Achtergraphen umformen.
4.1 Der alternierende prime Fall
Zu einem reduzierten, alternierenden, primen Graphendiagramm D lassen
sich die Invarianten L(D) und L
min
(D) genau angeben. Dazu werden nun
Klammer{ und Kauman{Polynom von D analysiert.
Aussagen

uber das Kauman{Polynom sind bereits durch die Untersu-
chungen von Kn






) sei reduziert, alternierend, prim und r ein ratio-
nales Kn

auel in Normalformgestalt mit r 6= 1, falls t+ 1 nicht alternierend,




















ur r 2 f0;1g folgt die Behauptung aus Satz 1.11 und andernfalls
aus Lemma 2.6 bzw. Lemma 2.8.

Bemerkung: Lemma 4.1 l






auel angewendet wird (siehe Abschnitt 2.3).





) sei reduziert, alternierend, prim und r ein ratio-
nales Kn

auel in Normalformgestalt mit r 6= 1, falls t+ 1 nicht alternierend,



















ur r 2 f0;1g folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 1.11.
Sei also r =2 f0;1g.










daher die Aussage aus Lemma 2.6. Ist D
t
r
nicht alternierend, ergibt sich aus






,1 ist. Mit Korollar 1.25 folgt die Gleichheit,







falls 0 < jrj < 1 ist, und G
r
eine Schleife, falls jrj > 1 gilt.

F
Mit den Ergebnissen von Lemma 4.1 bzw. Lemma 4.2 ist klar, da unter




bereits in minimaler Darstellung ist (fallsD
t
r
alternierend) oder eine minimale
Darstellung h

ochstens eine Kreuzung weniger besitzt als D
t
r
. Mit Hilfe des
Klammerpolynoms l

at sich zeigen, da das Diagramm in der Tat in jedem
Fall in minimaler Darstellung ist.
Der Spann des Klammerpolynoms vonD
t
r
wird durch die Betrachtung mi-
nimaler und maximaler Spannb









atzt (Satz 1.23). Ist D
t
r
nicht alternierend, so zerf

allt G auf









































Die Zweipunktvereinigung von Graphen entspricht als graphentheoreti-
sche Konstruktion der Kn

auelsumme als Zusammensetzung von Verkettungs-
diagrammen.





orige Graph G als Zweipunktvereinigung aus einem positiven Teilgraphen
G
+
und einem negativen Teilgraphen G
 
zusammengesetzt ist, wobei wegen
Lemma 1.2 a) stets ohne Einschr















atzung des Spanns des Klammerpolynoms wird
nun in mehreren Schritten hingearbeitet.





Graph mit n  2 Ecken und m  2 Kanten. Sind die Kanten von G
+
mittels
einer Bijektion  : E(G
+
)! f1; : : : ;mg numeriert, so gilt:




































angend ist, besteht ein Spannbaum des Graphen
aus genau n, 1 Kanten. Bez

uglich eines gegebenen Spannbaumes T besitzt
jede Kante von T einen der Zust






ande `, d. Nach der Tabelle auf Seite 24 ist der Exponent des zu
L geh

origen Monoms kleiner als der des zu D geh

origen Monoms, und der
Exponent des zu ` geh

origen Monoms ist gr

oer als der des zu d geh

origen















ahle sukzessive n , 1 Kanten mit kleinstm










achst die Kante e mit
 (e) = 1 und dann jeweils die Kante mit der kleinsten Nummer, so da kein
Zyklus entsteht. Die Kanten von T
min
sind nach Konstruktion aktiv und die
m , n + 1






besitzt und wegen des 2{Zusammenhangs von G
+
je zwei Kanten auf einem







Ist T ein von T
min
verschiedener Spannbaum von G
+
, so ist jede Kan-
te e 2 T n T
min









alt, und  (e
0






Ahnlich wie bei Teil a) w










entsteht, der nach Konstruk-










angender, positiver, gewichteter Graph
mit n  2 Ecken und m  2 Kanten, und jeder Block des Graphen bestehe





)! f1; : : : ;mg numeriert, so gilt:
































Beweis: Ein Spannbaum von G
+
besteht aus der Vereinigung von Spann-
b

aumen der einzelnen Bl

ocke, und die Behauptung folgt wie bei Lemma 4.3,
wobei zu beachten ist, da eine Kante genau dann aktiv bzw. inaktiv ist,
wenn sie es bez










angender, positiver, gewichteter Graph
mit n  1 Ecken und m  1 Kanten, wobei t  0 Bl

ocke aus genau einer
Kante bestehen, welche keine Schleife ist, und s  0 Kanten Schleifen sind.
Sind die Kanten von G
+
mittels einer Bijektion  : E(G
+
) ! f1; : : : ;mg
numeriert, so gilt:




































Beweis: Ein Spannbaum von G
+
besteht aus der Vereinigung von Spannb

au-
men der einzelnen Bl

ocke. Besitzt ein Block genau eine Kante, so ist diese
wegen Lemma 1.15 bez

uglich eines beliebigen Spannbaums aktiv. Besteht
ein solcher Block aus einer Kante, die keine Schleife ist, so ist diese Kante
in jedem Spannbaum von G
+
enthalten und intern aktiv. Eine Schleife ist
in keinem Spannbaum von G
+
enthalten und extern aktiv. Die Behauptung
folgt zusammen mit Korollar 4.4.

Bemerkungen:







a\, d.h. unter den Voraussetzungen von
Lemma 4.3 besitzt ein negativer Graph einen eindeutig bestimmten





2. Da der Spannbaum eines zusammenh

angenden Graphen aus der Ver-
einigung von Spannb

aumen der einzelnen Bl

ocke besteht, lassen sich
s

amtliche Aussagen leicht auf den Fall verallgemeinern, da ein zusam-
menh





3. Da der Spannbaum eines Graphen aus der Vereinigung von Spann-
b

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Graph, der aus einem positiven Teilgraphen G
+
und einem negativen Teilgra-
phen G
 




= fa; bg ist. G
+
besitze n  2
Ecken und m  2 Kanten und habe keinen Block, der nur aus einer Kan-
te besteht. Auerdem bestehe jeder Weg in G
+
, der von a nach b f

uhrt, aus
mindestens zwei Kanten. Werden die Kanten von G mittels einer Bijektion
 : E(G) ! f1; : : : ; jE(G)jg derart numeriert, da  (E(G
+
)) = f1; : : : ;mg
ist, so gilt:
a) Ein Spannbaum von G
 
kann auf genau eine Weise zu einem Spann-
baum von G erg









b) Ein Spannbaum von G
 
kann auf genau eine Weise zu einem Spann-
baum von G erg




















auf diesem Weg mit der gr












) ein Spannbaum von G. Da T
min


















liegen, kann nur von einer Kante aus G
+
n T geschlossen werden.
e
max





mit  (e) <  (e
max
), die auf dem Weg von a nach b liegt.









ist. Die Kanten von G
+





Wird eine Kante e 6= e
max





alt der entsprechende Spannbaum von G mindestens
eine inaktive Kante in T
min
n e, d.h. er ist nicht maximal. Da umgekehrt der
G
+









anzt werden kann, indem die kleinstm

ogliche





ugt wird, d.h. jeder maximale Spannbaum von G auf
die beschriebene Weise aus dem maximalen Spannbaum von G
+
konstruiert
werden kann, folgt die Eindeutigkeitsaussage.
zu b):





die Kante auf demWeg von a nach b mit der klein-





ucksichtigen, da die Kanten von G
+
, welche nicht in
dem konstruierten Spannbaum von G liegen, aktiv sind, weil jede Kante von
G
 
nach Voraussetzung eine gr















reduziert und alternierend. Ist dann r ein rationales Kn

auel in Normalform-
gestalt, so da D
t
r
















orige Graph G darstellen als Zweipunktvereinigung eines positiven
Graphen G
+
und eines negativen Graphen G
 




















der zu r geh

orige Teilgraph ist. Dann besitzt
jeder Block von G
+
mindestens zwei Kanten, und jeder Weg inG
+
von a nach




 2 Kanten und n
+
 2 Ecken. G
 




; : : : ; G
a
k

















 1 Kanten und n
 
 2 Ecken.
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Zeige die Aussage f

ur den Fall 0 < jrj < 1. F

ur jrj > 1 folgt die Behaup-
tung analog oder { einfacher { durch

Ubergang zum Dualgraphen von G,
der ebenfalls der Graph eines reduzierten und alternierenden Verkettungs-
diagramms ist und das gleiche Klammerpolynom besitzt (siehe [Thist87], S.




: : : a
k







ur i 2 f2; : : : ; kg. Die Kanten von G seien mittels einer Bijektion











) stets  (e
+
) <  (e
 
) gelte und f

















genau die Ecken a, b gemeinsam haben, enth

alt ein







, die keinen Spannbaum von G
 





anzt durch Kanten von G
+
, die keinen Spannbaum von G
+
bilden.
Konstruiere nun die maximalen und minimalen Spannb
















aume liefern dann die maximalen und mini-













der nach Korollar 4.5 eindeutig bestimmtemaximale
Spannbaum von G
 






die Kante auf dem Weg von a nach b mit der gr

oten Nummer,








) ein Spannbaum von G deniert.
Die Kante e
max




liegt, welche eine kleinere Nummer als e
max
haben. Wegen der maxi-




























uglich G jeweils den















































zu einem Spannbaum von G
erg






inaktiv. Der Zustand, der einen maximalen Exponenten in A ergibt, ist
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, 2 > ,2n
 
+ 6, und der zuerst konstruierte Spannbaum ist der
eindeutig bestimmte maximale. Ist n
 
= 2, d.h. r = 1, so heben sich die















die Kante von G
a
k
mit der kleinsten Nummer,








) ein Spannbaum von G deniert,
da e
min
auf dem Weg von a nach b in T
 
min
liegt. Die Kante e
min
ist dann
inaktiv, da sie auf einem Zyklus mit Kanten von T
+
min
liegt, welche eine klei-
nere Nummer als e
min























enthalten. Die Kanten von T
+
min































































alt, ist eine Kante von G
 
n T immer inaktiv, da sie auf einem
Zyklus mit Kanten von G
+
liegt, d.h. es existiert kein solcher Spannbaum
von G, der einen kleineren Exponenten als T
min
liefert. Auerdem besitzt
ein Spannbaum von G, der einen Spannbaum von G
+














nicht, so ist e
min
eine aktive Kante des Spannbaums,
und enth

alt ein Spannbaum s

amtliche Kanten von G
a
k
, so sind diese wegen
der Numerierung der G
a
i
alle aktiv. In jedem Fall ist in einem derartigen
Spannbaum mindestens ein aktive Kante vorhanden.












kann nach Lemma 4.6 auf genau eine Weise zu
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einem Spannbaum von G erg
























, denn die Kanten von G
 
, welche nicht zu dem Spannbaum von G
geh

oren, sind aktiv, da sie nur Zyklen in G
 
schlieen. Der so konstruierte









































Die beiden minimalen Terme heben sich auf, und daher ist der Spann
des Klammerpolynoms von D
t
r
mindestens um 4 (f

ur r = 1 sogar um minde-






















) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphen-
diagramm und r ein rationales Kn

auel in Normalformgestalt mit r 6= 1, falls




















































Beweis: Es sei n = #D
t
r





orige Verkettung. Ist D
t
r




) = n , 1 nach Lemma 4.1, und nach Satz













Nach Satz 1.9 besitzt dann jedes Diagramm von Lmindestens n,1 Kreuzun-
gen, und ein Diagramm D von L mit genau n,1 Kreuzungen mu reduziert
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und alternierend sein (Korollar 1.12). Nach Satz 1.3 und Satz 1.2 c) ist in
diesem Fall jedoch sp(<D
t
r
>) = sp(<D>)  4(n, 1) { im Widerspruch zu











) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphendia-
gramm und t+ 1 nicht alternierend, so ist D
t
1











) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphendia-
gramm und r ein rationales Kn

auel, das nicht in Normalformgestalt
ist und

aquivalent zu einem rationalen Kn

auel s in Normalformgestalt,


























) lassen sich immer durch
rationale Kn

auel in Normalformgestalt beschreiben.
3. Die Aussage von Satz 4.8 gilt im allgemeinen nicht ohne die Vorausset-
zung
"
prim\: siehe Beispiel 3 auf Seite 53.




ein Diagramm von G mit
n Kreuzungen, das reduziert, alternierend und prim ist. Dann gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.
b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-
gen.
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Beweis:
zu a):
Angenommen, es gibt ein Diagramm D von G mit weniger als n Kreuzungen.
Bez















stehen Verkettungsdiagramme mit weniger als n Kreuzungen { im Wider-
spruch zu Satz 4.8.
zu b):
Angenommen, es gibt ein nicht alternierendes Diagramm D von G mit n
Kreuzungen, welches { ohne Einschr

ankung { keine kreuzungsfreien Kom-
ponenten enthalte. Bez

uglich einer beliebigen Eckenorientierung sind dann




Verkettungsdiagramme mit n  2 Kreuzun-
gen, die nicht alle drei Eigenschaften reduziert, alternierend, prim haben,
d.h. es gilt z{Grad(,
D
0
)  n , 2 und z{Grad(,
D
1
)  n , 2 (Korollar 1.12)







in zwei der drei Eintr












2. Das Beispiel von Bemerkung 1 zeigt auch, da Teil b) von Satz 4.9 im





prim\ gilt, denn das Diagramm ist prim als Graphendia-
gramm (siehe Beispiel 2 auf Seite 57).
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4.2 Eine einfache Verallgemeinerung










at sich nicht so einfach auf die allgemeinere Situation

ubertragen, da ein





te Summe zusammengesetzt ist aus einem Graphendiagramm, das reduziert,
alternierend, prim ist, und reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagram-
men. Denn die Frage, ob die minimale Kreuzungszahl von Verkettungsdia-





disjunkter Summe ist, steht noch oen. F

ur wesentliche Teile der Aussage
von Satz 4.8 ist eine Verallgemeinerung jedoch ohne Schwierigkeiten m

oglich:




sei zusammengesetzt aus ei-





und einem { nicht notwendig zusammenh












































orige Verkettung. Wegen Satz 1.1 l








# : : :#D
1;i
1
) t : : : t (D
k;1
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Ist t+ r alternierend, so ist K(N(t + r)) = #N(t+ r) nach Lemma 4.2
und somit K(D
r








auel r mindestens zwei Kreuzungen und ist t + r nicht
alternierend, dann gilt nach Lemma 4.2 K(N(t + r)) = #N(t+ r) , 1 und
somit K(D
r




at sich durch kein Diagramm mit









haben n + 1 Kreuzungen, und unter den Kn

aueln 0, 1, 1, 1 sind Repr

asen-
tanten aller drei Klassen rationaler Kn












n+#r , 1  n+ 1 , #r  2
liefern, also nur die Kn

auel 2 und 2 0. Diese liegen in der gleichen Kn

auelklasse





aquivalent sind, haben jedoch




. Daher folgt die Behauptung
















angender und disjunkter Summe zu-
sammengesetzt ist, also selbst nicht notwendig alternierend ist.
2. Satz 4.10 gilt auch f















(siehe Beispiel 2 auf Seite 52).
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Satz 4.11 Es sei G ein Achtergraph in R
3









) und einem reduzierten, alternierenden Ver-
kettungsdiagramm D
0
. Hat D dann n Kreuzungen, so gibt es kein Diagramm
von G mit weniger als n Kreuzungen.
Beweis: Angenommen, es gibt ein Diagramm
e
D von G mit weniger als
n Kreuzungen. Bez


















(D) stehen Verkettungsdiagramme mit weniger als n Kreu-
zungen { im Widerspruch zu Satz 4.10.

Bemerkung: Teil b) von Satz 4.9 gilt im allgemeinen nicht unter den Vor-









) ist nach den Lemmata 3.3 und 2.3
genau dann prim als Graphendiagramm, wenn das Kn

auel t lokal prim ist.
Wie in Bemerkung 1 nach Lemma 2.3 folgt, da sich ein Diagramm D
t
,
welches prim als Graphendiagramm ist, darstellen l

















; : : : ; t
k





i 2 f1; : : : ; kg prim ist. Ein alternierendes, reduziertes Diagramm l

at sich









) ein reduziertes, alternierendes Graphendiagramm und
r ein rationales Kn





und dem z{Grad des Kauman{Polynoms bzw. der Kom-
plexit

at des Diagramms beliebig gro werden, wie an dem Beispiel auf Seite
80 zu sehen sein wird. Die Absch

atzung in dem folgenden Lemma ist daher
















jedes i 2 f1; : : : ; kg reduziert, alternierend, prim und t
1
+ : : :+t
k
alternierend
mit n Kreuzungen ist. Ist dann r ein rationales Kn

auel in Normalformgestalt




+ : : :+ t
k




)  n+m, k , 1 und K(D
r









+ : : :+ t
k




) = n +m, 1 und K(D
r
) = n+m;
und es ist nichts zu zeigen. Sei also t
1
+ : : : + t
k
+ r nicht alternierend und
ohne Einschr

ankung r > 0.




) = n+m, 2 und K(D
r
) = n +m, 1 ;
und die Behauptung ist erf

ullt.
Ist r > 1, so l













ur r = 2 liefert die Re-
kursionsformel f

ur das Kauman{Polynom angewendet auf eine der beiden
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ur ein  > 0.
Wegen Satz 1.24 enth
















einen Isthmus besitzt. Da das Kauman{Polynom von N(t
1
+ : : :+ t
k
) nach















und die Behauptung ist wahr f

ur r = 2.
Ist r = a ganzzahlig mit a  3, so lautet die Rekursionsformel f

ur das




































) = n, k < n+ a, 2






diesen Term aufheben, und wegen
#D
a 2
= n+ a, 2 < (n+ a, k , 2) + 1 + (k + 1)












alt einen nicht verschwin-




, und es folgt die Behauptung
f

ur r = a.
Mit einer weiteren Induktion l






auel r mit m  2 Kreuzungen zeigen, da das Kauman{
Polynom vonD
r




Damit ist die Behauptung







)  n +m, k






folgt unmittelbar, da das Verkettungsdiagramm












Korollar 4.13 Ist G ein Achtergraph in R
3
und D ein reduziertes, alternie-
rendes Diagramm von G mit n  1 Kreuzungen, so ist G nicht trivial.
Beweis: D l

at sich darstellen in der Form
N(t
1








ur ein k  0, so da D(t
1
); : : : ;D(t
k
) jeweils reduziert, alternierend, prim
und D
0
ein reduziertes, alternierendes Verkettungsdiagramm ist.
Ist k = 0, so ist D zusammengesetzt aus einem trivialen Achtergraphen-
diagramm und einem reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagramm. Es
l

at sich dann wie in Beispiel 2 auf Seite 52 zeigen, da D in minimaler
Darstellung ist, also insbesondere nicht trivial.









auel r in Normalformgestalt mit mindestens zwei Kreu-
zungen ist nach Lemma 4.12 K(D
r





(D) stehen nicht triviale Verkettungsdiagramme. Daher
ist D kein Diagramm des trivialen Achtergraphen in R
3
, denn alle drei Ein-
tr








Beispiel: Es sei D
k
n
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F




















Entdrillen\ zu einem reduzierten, alternierenden,
primen Diagramm mit k + n Kreuzungen umformen:









besitzt 2k+ n Kreuzungen, d.h. die Dierenz zwischen Kreu-
zungszahl des Diagramms und z{Grad des zugeh

origen Kauman{Polynoms
ist k + 1 und kann mit wachsendem k beliebig gro werden. Eine entspre-






























sei ein reduziertes und alternierendes Verkettungsdiagramm.

























(D) Verkettungsdiagramme mit n Kreuzungen, und es gibt kein
Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.








, so gilt f

ur ein rationales Kn

auel r in

































) = n keine Darstellung mit weniger





(D) Verkettungsdiagramme mit mindestens n Kreuzungen.
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), so gilt f

ur ein rationales Kn

auel r in Normal-













aquivalentes Diagramm mit n, 1 Kreuzungen m

ute wegen Korollar
1.12 reduziert und alternierend sein und daher nach Satz 1.3 b) und Satz
1.2 c) sp(<D
r
>)  4(n , 1) gelten { im Widerspruch zu Lemma 4.7. Also
besitzt jede Darstellung von D
r
mindestens n Kreuzungen, und wie im vor-
herigen Fall folgt, da in zwei von drei Eintr

agen der Invarianten L
min
(D)
Verkettungsdiagramme mit mindestens n Kreuzungen stehen.
Wird nun f

ur einen der beiden F

alle angenommen, es existiere ein Dia-
gramm
e
D von G mit weniger als n Kreuzungen, dann haben bez

uglich einer




















4.4 Ein nicht alternierender Graph
Mit den Ergebnissen dieses Kapitels kann nun gezeigt werden, da ein Achter-
graph in R
3
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hat den z{Grad 4, und die Komplexit














Angenommen, es existiert ein zu D
t

aquivalentes DiagrammD, das alter-
nierend ist. D sei ohne Einschr

ankung reduziert, denn das Reduzieren eines
Isthmus in einem alternierenden Verkettungsdiagramm f

uhrt wieder zu einem
alternierenden Diagramm. D l

at sich dann darstellen in der Form
D = N(t
1








ur ein k  0, so da D(t
i
) reduziert, alternierend, prim f

ur i 2 f1; : : : ; kg
und D
0
ein reduziertes, alternierendes Verkettungsdiagramm ist.
Ist k = 0 und D
t
somit zusammengesetzt aus demDiagramm des trivialen
Achtergraphen und einem reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagramm,














(D) stehen Diagramme mit identischer






















{ im Widerspruch zu der Aussage



















) = n  8,























mindestens zwei Kreuzungen besitzt, gilt wegen
n  7 also 1  k  3. Mit n  6 folgt aus Satz 4.8 bzw. Satz 4.14, da in




(D) Verkettungsdiagramme mit mindestens
6 Kreuzungen stehen, wobei f

ur den Fall k = 3 zu beachten ist, da wegen
#D
0











) gilt und somit
Satz 4.14 auch auf diesen Fall angewendet werden kann. Wiederum ergibt
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Also f

uhrt die Existenz des Diagramms D in jedem Fall zu einem Wider-















(D) von Satz 4.8 (und somit auch Satz 4.9) l

at sich
nicht ohne weiteres auf Diagramme von 4{regul

aren Graphen in R
3
mit mehr
als einer Ecke vom Grad vier verallgemeinern. Denn bei der Berechnung
des Kauman{Polynoms wurde entscheidend verwendet, da f

ur ein Ver-
kettungsdiagramm D mit n  1 Kreuzungen z{Grad(,
D
) nach oben durch
n , b abgesch












at sich im allge-
meinen nicht verbessern, wenn mehrere Br

ucken existieren. Betrachte dazu
zum Beispiel das folgende Verkettungsdiagramm D, das aus einem alternie-
renden Graphendiagramm entsteht, indem die beiden Ecken (bzgl. geeignet
gew

ahlter Eckenorientierung) durch das rationale Kn







Das Diagramm besitzt zwei 3{Br

ucken, und es ist z{Grad(,
D
) = #D , 3.
Wie die gew

unschte Verallgemeinerung von Satz 4.9 erreicht werden kann,
wenn das Ersetzen der Ecken eines alternierenden Graphendiagramms durch
1 bzw. 1, so da 3{Br

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des z{Grades f

uhrt, wird in Abschnitt 5.3 untersucht. Zuvor wird ein ande-
rer Weg beschritten, um eine Verallgemeinerung von Satz 4.9 auf Graphen
mit h

ochstens drei Ecken vom Grad vier zu erzielen. Es werden dazu Aussa-
gen

uber die Elemente von L(D) hergeleitet, indem

Aquivalenzumformungen




Im gesamten Kapitel werden stets 4{regul

are Graphen im erweiterten
Sinne betrachtet, d.h. jede Ecke eines Graphen sei vom Grad zwei oder vier.
5.1 Transformationen von Graphendiagram-
men
Wie aus dem Beweis von Satz 3.1 hervorgeht, entspricht der

Ubergang von





angewendeten Reidemeister{Bewegungen vom Typ V an jeder Ecke des Gra-
phen in gewissem Sinne einem rationalen Kn

auel.
Definition G sei ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier. Sind
D und
e
















; : : : ; t
k
, so heit t
j
mit j 2 f1; : : : ; kg das j{te Transfor-
mationskn




















nach Einsetzen in die j{te Ecke des Graphendiagramms D durch die Trans-























wird durch das Transformationskn

auel t = 21 0 2 K beschrieben und die
Umformung








auel 0 2 0.
F
Da das Kauman{Polynom nach Lemma 2.5 b) invariant unter Anwen-
dung von
"
ypes\ ist, kann ohne Einschr

ankung angenommen werden, da
bez

uglich einer angegebenen Eckenorientierung nur die folgenden Reidemei-
ster{Bewegungen vom Typ V vorkommen:
o  ! p  !q bzw.







at sich dann in der Form t = b
1











: : : b
s
jedoch nicht not-
wendig in Normalformgestalt ist. Ein rationales Kn

auel r = a
1





auels t umgeformt zu dem Kn

auel r  t =
a
1








: : : b
s
. Insbesondere werden die Kn

auel 0;1 abgebildet
auf t bzw. einem zu b
2








Lemma 5.1 Sind r, er, t rationale Kn

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Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beobachtung, da eine







uhrt und die Elemente der dritten Klasse
in sich.

5.2 Graphen mit h

ochstens drei Ecken vom
Grad vier

Ahnlich wie schon in Kapitel 4 wird im folgenden eine Kn

auelsumme mit




= N(t+ r) =
9
t r
Im Unterschied zu vorhergehenden Betrachtungen ist jedoch das Kn

auel t
nicht notwendig alternierend. Denn D
t
r
soll als Verkettungsdiagramm inter-
pretiert werden, das aus einem Graphendiagramm durch Ersetzen von k  2
Ecken durch rationale Kn







Lemma 5.2 Es sei t ein Kn
























, so existiert h

ochstens ein rationales Kn

auel r in Normal-


























Ist r = 2, so liefert die Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom
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Es sei g := z{Grad(,
2
). Der weitere Beweis gliedert sich in zwei F

alle.





)  g , 1, und es l

at sich mittels einer doppelten
Induktion zeigen, da z{Grad(,
r
) = g + #r , 2 f

ur r 6= 1 ist. Ist s = 1
und r ein ganzzahliges Kn

auel mit Normalformgestalt k, so gilt die Behaup-
tung f
















) = g + k , 1 f

ur k  2.








































































ur k  2
folgt die Behauptung im Induktionsschritt.







ur r = 1 kleiner als p
1
.
2. Fall: g  p
1






Ahnlich wie im ersten Fall f

uhre eine
doppelte Induktion durch. Betrachte zun

achst wieder ganzzahlige Kn

auel.






ur jedes k  1 oder es existiert ein




. Tritt letzterer Fall ein, so w

ahle ein solches N
minimal, und es sei h := z{Grad(,
N












+ 2 falls h > p
1
(denn aus der Rekursionsformel folgt ebenfalls: h > p
1


















ur l  1
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Mit einer weiteren Induktion nach s wie im ersten Fall folgt nun, da der







ochstens ein rationales Kn

auel











ur jeden der vier F

alle r  1, 0  r  1, ,1  r  0
und r  ,1 h

ochstens ein rationales Kn






) < p ist.
Beweis: Der Beweis von Lemma 5.2 l






auel r mit 0  r  1 durchf

uhren, wobei in den Rekursionsformeln ledig-
lich a durch a
 1




alle ,1  r  0 und












Das Diagramm eines Achtergraphen in R
3
ist von der Form D = N(t +

)
mit t = 3 1. Es gilt p
1











) = 1 < p
1
:
Lemma 5.4 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  2 Ecken vom Grad vier und D
ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n  1 Kreuzungen, das reduziert,
alternierend und prim ist. Die Eckenorientierung sei dergestalt, da D
1;:::;1
alternierend ist. Sind dann r
1
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Im Falle k = 2 gilt die Gleichheit.








> 1. Es sei
r := r
1















Ist s = 2, so liefert die Rekursionsformel f

ur das Kauman{Polynom














) = n + #r , 2, und nach
Korollar 1.10 gilt z{Grad(,
r;1



















ur ein  > 0 (wie aus dem Beweis von Lemma 2.8 her-
vorgeht, ist der Exponent von a
1
hier positiv, da B
N
= N(r) reduziert,
alternierend und prim ist). Nach Satz 1.24 besitzt ,
r;1





mit  6= 0 (wegen der Kante des zum Verkettungsdiagramm
geh





1\ entspricht), d.h. es ist
z{Grad(,
r;2
) = n +#r , 1, und das Kauman{Polynom enth

alt einen nicht











at sich wie in Abschnitt
2.3 induktiv zeigen, da ,
r;s







alt, und die Behauptung folgt f

ur den Fall k = 2.




; : : : ; r
k
> 1 gegeben,
so weise mittels vollst

andiger Induktion nach k v

ollig analog zum Indukti-












auel 0 < r
1
; : : : ; r
k
< 1 gegeben, so l

at sich der Beweis
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Satz 5.5 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  3 Ecken vom Grad vier und
D ein Diagramm von G mit n Kreuzungen, das alternierend, reduziert und
prim ist. Dann gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.






aquivalentes Graphendiagramm. VerseheD und
e
D
mit einer beliebigen Eckennumerierung und -orientierung, wobei die Ecken-




ahlt sei, da D
1;:::;1
alter-
nierend ist. Da die behaupteten Aussagen f

ur n = 0 oder n = 1 oensichtlich
richtig sind, sei im weiteren n  2.
k = 1 :
Die Behauptung gilt nach Satz 4.9.
k = 2 :
Zu ";  2 f0;1g existieren rationale Kn










onnen " und  nach Lemma 5.1 so
gew

ahlt werden, da r 6= 1 und s 6= 1 gilt.
Ist eines der beiden Kn

auel r, s negativ oder aus der Menge f0;1g, so






n+#r +#s, 1 falls D
r;s
alternierend
n+#r +#s, 2 sonst















D mindestens n+1 Kreuzungen,
oder es ist r; s 2 f0;1g. In letzterem Fall hat
e





{ bis auf kreuzungsfreie Komponenten { reduziert,
alternierend, prim ist, und andernfalls mehr als n Kreuzungen.








) = n, 3 + #r +#s  n+ 1 ;
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d.h.
e
D hat mindestens n + 2 Kreuzungen.
Ist 0 < r < 1 und s > 1 (oder umgekehrt), so deniere
e :=
(
0 falls  =1
1 falls  = 0
und betrachte das rationale Kn










ullt. Gilt nicht es > 1, d.h. ist es negativ oder aus f0;1g










)  n :







) = n+#r , 2
ist, folgt f


















)  n+#r , 2  n
gilt, d.h.
e
D besitzt in jedem Fall mindestens n + 1 Kreuzungen.
Insgesamt hat
e
D somit mindestens n Kreuzungen, d.h. es existiert kein
Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen. Besitzt
e
D genau n Kreu-






{ bis auf kreuzungsfreie Kom-
ponenten { reduziert, alternierend und prim, das Graphendiagramm
e
D also
nach Lemma 3.4 alternierend.
k = 3 :

Ahnlich wie im Fall k = 2 seien "; ;  2 f0;1g und r 6= 1, s 6= 1, t 6= 1
rationale Kn








Ist eines der Kn

auel r, s, t negativ oder aus der Menge f0;1g, so lassen
sich wie im Fall k = 2 Aussagen















)  n, 4 + #r +#s+#t  n+ 2 ;
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d.h.
e
D hat mindestens n+ 3 Kreuzungen.
In jedem anderen Fall gelten bis auf Vertauschung der Buchstaben r, s, t
die Ungleichungen 0 < r; s < 1 und t > 1. Deniere
e :=
(
0 falls  =1
1 falls  = 0






























)  n :































)  n+#r +#s, 3  n+ 1
gilt, d.h.
e
D besitzt in jedem Fall mindestens n+ 2 Kreuzungen.





Bemerkung:Wie in Abschnitt 4.2 l

at sich Satz 5.5 auf die Situation ver-




angender oder disjunkter Summe
zusammengesetzt ist aus einem reduzierten, alternierenden, primen Graphen-
diagramm und reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagrammen, indem
die Komplexit

at von D betrachtet wird.
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5.3 Weitere Klassen alternierender Graphen
In diesem Abschnitt werden zwei Klassen alternierender Graphen bzw. al-
ternierender Graphendiagramme mit beliebiger Zahl der Ecken vom Grad
vier vorgestellt, die eine Verallgemeinerung von Satz 1.5 zulassen. Die erste
Klasse wird durch eine eher technische Eigenschaft charakterisiert:
Definition Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein alternierendes Diagramm von G mit n  1 Kreuzungen. D werde mit
einer beliebigen Eckennumerierung und einer Eckenorientierung versehen, so
da D
1;:::;1





; : : : ; "
k











)  n, 2
Bemerkung: Ist D Diagramm eines Achtergraphen in R
3
mit n  1 Kreu-
zungen, das reduziert, alternierend und prim ist, so ist D gradreduzierend.
Lemma 5.6 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G, das reduziert, alternierend, prim

























; : : : ; r
k













ur mindestens einen Index j
0












Beweis: Die Eckenorientierung des Graphendiagramms sei ohne Einschr

an-
kung so, da D
1;:::;1
alternierend ist, und n bezeichne die Anzahl der Kreu-
zungen von D. Sind "
1
; : : : ; "
k
2 f0;1; 1g, wobei die Anzahl der Einsen l  1












, l , 2
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Zeige nun, da daraus f
































, k , 1 sonst
Da die Aussage f






Lemma 2.8 wahr ist, gelte f

ur den weiteren Beweis k  2.
Es sei l die Anzahl der Indizes j mit r
j
= 1. Beweise die Aussage mittels
vollst

andiger Induktion nach k , l  0. F

ur k , l = 0, d.h. k = l und
r
1
= : : : = r
k
= 1, gilt die Aussage nach Voraussetzung. Sei im folgenden












achst den Fall, da r
k
= 2 ist. Die Rekursionsformel f

ur












































lassen sich als Graphendiagramme von Graphen
mit k , 1 Ecken auassen, bei denen die Ecken durch positive rationale
Kn

auel ersetzt worden sind, wobei f

ur l Indizes r
j







aus dem Diagramm eines Graphen mit k Ecken entstanden, wobei f

ur l + 1
Indizes r
j
= 1 gilt. Auf alle drei Diagramme l

at sich wegen k , l , 1 <
k , l die Induktionsvoraussetzung anwenden. Ist l  1, so folgt aus den
drei Ungleichungen, die nach Induktionsvoraussetzung gelten, die behauptete
Ungleichung f


















































, k , 1
die behauptete Gleichung f














at sich die Aussage
nun wie in Abschnitt 2.3 f

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Insbesondere gilt damit in der Situation, da r
1




























,m, 1  n+m, 1
Wird anstelle eines der m positiven rationalen Kn

auel ein negatives einge-
setzt, so erh

oht sich der z{Grad des Kauman{Polynoms wegen Lemma 2.6,





























ur jedes i 2 f1; : : : ; kg gilt,
d.h. das Verkettungsdiagramm l

at sich nicht mit weniger als n + 1 Kreu-




ur jedes i 2 f1; : : : ; kg gilt. Da
andererseits das Einsetzen von r
1
; : : : ; r
k
2 f0;1g jeweils zu einem Ver-
kettungsdiagramm mit n Kreuzungen f












Lemma 5.7 Es sei G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G, das reduziert, alternierend, prim























; : : : ; r
k











































g, und l bezeichne die Anzahl
der Elemente von I. Da f

ur den Fall l = k nichts zu zeigen ist, werde im
folgenden stets 0  l < k angenommen.
Der Beweis erfolgt durch vollst

andige Induktion nach l  0. F

ur l = 0
gilt die Aussage nach Lemma 5.6. Sei also 1  l < k und die Behauptung
bewiesen f

ur den Fall, da I h

ochstens l , 1 Elemente hat.
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ur ein j 2 f1; : : : ; kg. Ersetze
eine beliebige Ecke in
e














































g existiert ein Teilgraph mit
l , 1 Ecken, der h

ochstens n Kreuzungen besitzt und durch Einsetzen von
r
j
=2 f0;1g bzw. r
0
j
=2 f0;1g in einer Ecke entsteht { im Widerspruch zur
Induktionsvoraussetzung.

Satz 5.8 Es sei G ein Graph in R
3
und D ein Diagramm von G mit n
Kreuzungen, das reduziert, alternierend, prim und gradreduzierend ist. Dann
gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.




Angenommen, es gibt ein Diagramm
e
D von G mit weniger als n Kreuzungen.
D und
e
D werden mit einer beliebigen Eckennumerierung und -orientierung
versehen. W






















das Diagramm, welches durch Ersetzen der i-ten Ecke von
e
D durch ein rationales Kn





















(D) ist die minimale Kreuzungszahl kleiner als n { im Wi-
derspruch zu Lemma 5.7.
zu b):
Angenommen, es gibt ein nicht alternierendes Diagramm
e
D von G mit n
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Kreuzungen. Wie in Teil a) versehe D und
e
D mit einer beliebigen Eckennu-








das Diagramm, welches durch Ersetzen der i-ten Ecke von
e
D
durch ein rationales Kn










3.5 Graphendiagramme mit n  2 Kreuzungen, die { auch nach Weglas-
sen aller kreuzungsfreier Komponenten { nicht alle drei Eigenschaften redu-
ziert, alternierend, prim besitzen, d.h. es existieren 
1





; : : : ; 
k 1
























)  n,2 gilt { im Widerspruch zu der Tatsache, da nach











(D) eindeutig bestimmt und reduziert, alternierend, prim
sind, d.h. beliebiges Ersetzen der Ecken durch Elemente aus f0;1g jeweils zu
Verkettungsdiagrammen f

uhrt, deren Kauman{Polynom den z{Grad n, 1
hat (Korollar 1.12).

Bemerkung:Wie in Abschnitt 4.2 l

at sich Satz 5.8 auf die Situation ver-




angender oder disjunkter Summe
zusammengesetzt ist aus einem reduzierten, alternierenden, primen, gradre-
duzierenden Graphendiagramm und reduzierten, alternierenden Verkettungs-
diagrammen.
F
Bei der folgenden Denition, in der die zweite der anfangs erw

ahnten







auel\ in oensichtlicher Verallgemeinerung der urspr

unglichen
Denition als Teil eines Graphendiagramms zu verstehen.
Definition Ist G ein Graph in R
3
mit k  1 Ecken vom Grad vier, so heit





; : : : ; t
k
existieren, so da jedes Kn






uglich einer beliebigen Eckenorientierung das
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Bemerkung: Es gibt alternierende Graphendiagramme, die nicht eckentren-
nend sind. Ein Beispiel hierf

ur liefert das Diagramm auf Seite 85.
Lemma 5.9 Ein eckentrennendes Graphendiagramm ist gradreduzierend.
Beweis: Es sei D ein eckentrennendes Graphendiagramm mit k  1 Ecken
vom Grad vier, das mit einer Eckenorientierung versehen sei, so da das
Ersetzen einer Ecke durch 1 eine 3{Br

ucke liefert. Es seien "
1
; : : : ; "
k
2
f0;1; 1g, und l  1 sei die Anzahl der Indizes j mit "
j
= 1. Es ist nun









































ucke besitzt. Sei also l  2 und die Behauptung f
















at sich als Kn






; : : : ; t
k
, die wegen der Eigenschaft
"
gradreduzierend\ des







































#s, 2(l , 1), 1 f

ur i 2 fN;Dg
#s, 2(l , 1) f

ur i 2 fX;Xg









ur i 2 fN;Dg
#t, 2 f

ur i 2 fX;Xg






















ubrigen Terme der Summenformel.

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Korollar 5.10 Es sei G ein Graph in R
3
und D ein Diagramm von G mit n
Kreuzungen, das reduziert, alternierend, prim und eckentrennend ist. Dann
gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.
b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-
gen.
Beweis: Die Behauptung folgt mit Lemma 5.9 aus Satz 5.8.

Beispiel:Der unten abgebildete Graph mit 4 Ecken vom Grad vier erf

ullt die
Voraussetzungen von Korollar 5.10 und ist daher in minimaler Darstellung:
°
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